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Геометрическая основа корреляционного анализа
Корреляционный анализ результатов эксперимента получил достаточно широкое распространение в геодезической теории (см., например [1]) и практике [2], [3] и др. Традиционно используют следующие коэффициенты корреляции:
– парный rij, показывающий тесноту связи между i и j рядами, игнорируя влияние других;

– частный rij|k…, показывающий тесноту связи между i и j рядами при условии учета линейного влияния всех других рядов;
– множественный rj|…, показывающий тесноту связи между i рядом и всеми остальными.
Для более качественного анализа целесообразно вычислять не отдельные коэффициенты, а всю их совокупность в виде матрицы. Тем более, что существует много программных пакетов, позволяющих быстро и просто манипулировать с матрицами как с объектами. Один из способов получения перечисленных выше коэффициентов – через использование центрированной матрицы Ац, полученной из матрицы результатов эксперимента А (матрицы плана). Центрирование строится в виде отклонения от среднего по столбцам, для каждого столбца из А. По центрированной матрице Ац вычисляется нормальная матрица K = AцT ( Ац( n (матрица эмпирических моментов, выборочная ковариационная матрица), и обратная к ней Q = K -1. Тогда перечисленные выше коэффициенты корреляции в виде матриц  можно легко получить следующим образом [5]:
– парные
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Здесь 
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 - вспомогательная масштабирующая матрица из диагональных элементов nii матрицы N. Матрицу из парных коэффициентов корреляции, или корреляционную матрицу, можно получить проще, если после центрировки столбцов матрицы А средними, её еще нормировать средними квадратическими погрешностями по столбцам. Тогда имеем новую стандартизованную по столбцам i матрицу Aс с j элементами 
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. Теперь выборочная корреляционная матрица может быть получена сразу как 
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– частные коэффициенты корреляции
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т.е. совершенно эквивалентно по форме как и парные, но по элементам обратной матрицы Q. Матрица D( также строится по элементам матрицы Q, аналогично D;
– множественные коэффициенты
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Здесь 
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– диагональные матрицы, выделенные из Q и N соответственно. 
Достаточно давно известно (см., например [4]), что парный коэффициент корреляции rxy между двумя рядами  х и у 
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есть косинус угла ( между центрированными векторами vx и  vy. Из (4)  следует, что 
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Рис. 1. Графическое представление парного коэффициента корреляции

Некоторые другие возможности получения парного коэффициента корреляции на основе рис. 1 и формул тригонометрии, смотри [5]. 

Принимая  вектора vx и  vy как подпространства размерности (п(1) в общем пространстве (п(п), трактовку меры статистической связи в виде коэффициента корреляции как косинуса угла между этими подпространствами можно легко расширить и на более общие подпространства, чем вектора.
Рассматривая угол между двумя подпространствами в виде плоскостей ( и ( (см. рис.2), заметим, что угол ( между ними есть наименьший из всех возможных углов, образованных линией пересечения плоскостей и перпендикулярами. 

Но линия пересечения плоскостей и перпендикуляры образуют два ортогональных базиса: ЕСВ для плоскости ( и DCB для плоскости ( с одной общей осью АВ. Угол ( есть угол между не общими осями ортогональных базисов. Расширяя аналогию на гиперплоскости (т.е. подпространства размерности (п(k) пространства размерности (п(n) c п>k ), угол между любыми подпространствами может трактоваться как наименьший угол между не совпадающими осями в объединенном базисе для нового объекта, являющегося пересечением этих подпространств. Если подпространства предварительно центрировать, то, как показано выше, косинус угла между преобразованными подпространствами должен быть, по сути, некоторым аналогом коэффициента корреляции.
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Рис. 2. Определение угла между плоскостями
Обобщая сказанное, процедуру получения угла между подпространствами для вычисления аналога коэффициента корреляции можно свести к следующим шагам:
1. Центрирование векторов xi, описывающих процесс с получением новых векторов (vx)i ; 
2. Выделение в общем пространстве процесса подпространств ( и ( между которыми определяется степень статистической связи по предложенной процедуре, а в них ортогональных базисов В( и В(;

3. Объединение этих базисов в одну структуру по общим осям 
B = В( ( В(;
4. Выделение всех полученных углов между не общими осями разных базисов, кроме прямых;
5. Нахождение минимального угла из всех углов, полученных в пункте 4.

Основой для выделения и объединения базисов в подпространствах может служить процедура сингулярного разложения при представлении подпространств в виде матриц [4].

Не смотря на кажущуюся громоздкость последовательности, она очень легко реализуема практически в любой программной среде, имеющей стандартную процедуру сингулярного разложения, например в оболочке MATLAB.

Из линейной алгебры известно, что выделить ортогональные базисы можно используя, например, сингулярное разложение, а объединение структур с общими частями произвести путем свертки по общим частям, или перемножением транспонированной и прямой матриц задающих подпространства ( и (: 
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Для случая анализа связи двух векторов vx и  vy ортогональные базисы для них есть вектора их направляющих косинусов


[image: image12.wmf],

.

x

x

x

y

y

y

v

B

v

v

B

v

=

=


Объединение в общую структуру дает  
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формулу идентичную (4), т.е. сразу косинус угла между векторами vx и  vy (так как он один), или коэффициент корреляции rxy.

Рассмотрим все возможные комбинации векторов для определения тесноты связи между ними, посредством угла между подпространствами, которые эти комбинации образуют. Пусть процесс описан матрицей 
[image: image14.wmf]nk
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 состоящей из k вектор-столбцов состояний ai из п элементов. Каждый столбец матрицы предварительно центрируется за среднее по вектору. Обозначим процедуру получения угла по описанной выше последовательности между подпространством, состоящим из векторов 
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 и подпространством векторов 
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, например как subspace(
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). В первую очередь рассмотрим простейшие комбинации, когда одно из подпространств есть просто вектор ai. Самая простая из них, когда рассматривается угол между двумя векторами ai и aj: subspace(ai, aj). Косинус угла  между ними должен быть обычным парным коэффициентом корреляции rij. 
Косинус угла между одним вектором ai и группой других векторов, образующих подпространство 
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 должен по определению представлять множественный коэффициент корреляции 
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При определении множественного коэффициента корреляции нельзя чтобы вектор ai принадлежал другому подпространству 
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, иначе естественно угол будет равен нулю. Это обстоятельство может служить проверкой принадлежности вектора подпространству.

Следующая группа комбинаций подразумевает наличие общих частей в подпространствах. Если в одном и другом подпространстве не общие только два вектора ai и aj, то можно ожидать, что другие, общие, «компенсируют» друг друга. Косинус угла между такими подпространствами, по определению, будет частным коэффициентом корреляции rij|…. Например, для процесса определяемого тремя векторами 
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 это будет cos(subspace(
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)). Здесь общий вектор а3, а не общие а1 и а2. Определенная таким образом процедура должна давать частный коэффициент корреляции между векторами  а1 и а2  при исключении («компенсации») линейного влияния вектора а3. Последовательность записи векторов в подпространстве не имеет значения.
Последняя группа комбинаций включает два подпространства из не единичного набора векторов и не имеющая общих частей subspace(
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). Косинус угла между определенными таким образом подпространствами носит название канонический коэффициент корреляции. Традиционными способами вычисляется достаточно сложно и совершенно не похожими на рассмотренные выше способы определения частных, парных и множественных коэффициентов (см., например [6]).

Этим набором исчерпываются традиционные величины, характеризующие меру тесноты статистической связи между векторами, известные как разного рода коэффициенты корреляции. Предложенный подход на основе понятия угла между подпространствами позволяет не только объединить их определение в едином алгоритме, но, что более важно, расширить, т.е. ввести некоторые новые меры тесноты связи. В первую очередь к ним можно отнести меры на основе угла между частично пересекающимися группами (т.е. имеющих несколько общих) векторов. Так как здесь участвуют группы, то может быть имеет смысл такой класс мер тесноты связи назвать групповыми. С другой стороны эти меры не являются в привычном смысле коэффициентами корреляции. Поэтому их можно назвать просто коэффициентами связанности.
Введенная мера групповой связанности в первом и втором подпространствах имеет группу общих векторов и две группы не общих векторов. Этим она похожа на частный коэффициент корреляции при условии одного не общего вектора в первой группе и одного во второй. В более общем случае предложенная мера определяет тесноту связи между подпространством 
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 и подпространством 
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 при исключении влияния общих векторов, образующих также подпространство 
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. Таким образом, она является как бы симбиозом канонического коэффициента корреляции и «группового частного» коэффициента. При этом, что достаточно важно, мера может вычисляться при подпространстве пересечения состоящего из 1 вектора и до п – 2 общих векторов. Полученную меру можно назвать групповой частный коэффициент связанности, а канонический коэффициент корреляции, по тому же принципу, трактовать как групповой множественный коэффициент связанности [5].
Выявление тесноты связи на основе углов между подпространствами в виде предложенных разных коэффициентов связанности позволяет очень сильно расширить возможности анализа внутренних связей между структурами, описывающими исследуемые процессы в геодезии, экологии, других науках о Земле. В рамках единого алгоритма, который очень легко программируется возможно перебрать и проанализировать связи в составляющих процесса по следующим группам:
– между i- тым и  j-тым векторами в процессе при игнорировании влияния остальных;

– между i- тым и  j-тым векторами в процессе при учете линейного влияния всех остальных;

– между i- тым и  j-тым векторами в процессе при учете линейного влияния выделенной группы из всех остальных;

– между первой и второй группами не перекрывающихся векторами в процессе;

– между первой и второй группами в процессе с учетом влияния третьей группы векторов. 

На основе предложенного подхода также возможна кластеризация по всем мерам при заданных границах кластера.
Проведем численные исследования предложенного подхода. Для этого используем результаты экологического мониторинга на территории санитарно-защитной зоны города Новополоцка по следующим параметрам: уровень грунтовых вод, характеристика солнечной активности в числах Вольфа, количество осадков за вегетационный период и за год, температура за вегетационный период, радиальный прирост поздней и ранней древесины ели (см. табл. 1). Наблюдения брались за период от 1975 до 2000 годов включительно. Вычислим парные, частные и множественные коэффициенты корреляции на основе традиционных формул (1), (2) и (3), а затем проверим их на основе получения углов между соответствующими подпространствами. В заключение получим значения некоторых групповых коэффициентов связанности.
Корреляционная матрица из (1) по данным табл. 1 есть 
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матрица частных коэффициентов корреляции по (2)
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Таблица 1

Результаты экологического мониторинга по 7 составляющим

	уровень грунтовых вод
	числа Вольфа
	осадки за вегетационный период, мм
	осадки за год, мм
	температура за вегетационный период, оС
	поздняя древесина
	ранняя древесина

	104,0
	34
	229
	660
	15,9
	4,6
	5,2

	127,4
	20
	254
	524
	13,1
	4,7
	4,7

	98,5
	35
	434
	734
	13,7
	4,6
	4,7

	86,9
	122
	489
	781
	12,9
	5
	5

	109,7
	230
	410
	741
	15,0
	3,7
	3,8

	76,7
	265
	416
	635
	13,6
	5,1
	4,1

	93,0
	238
	391
	711
	15,3
	4,8
	4,6

	87,0
	211
	352
	735
	14,0
	3,6
	3,7

	92,0
	138
	230
	637
	15,5
	4,5
	3,9

	110,0
	86
	384
	685
	14,3
	4,5
	4,2

	106,0
	30
	390
	674
	14,5
	4,2
	4,9

	101,0
	22
	353
	729
	14,5
	2,8
	3,3

	99,0
	39
	531
	824
	13,5
	3,4
	4,2

	90,5
	124
	424
	744
	16,0
	3,2
	3,2

	95,5
	181
	446
	795
	15,3
	2,6
	3,2

	95,4
	237
	498
	913
	13,4
	2,7
	2,6

	79,8
	243
	407
	743
	14,5
	3,4
	3,6

	117,3
	175
	313
	609
	15,5
	3,8
	3,5

	108,2
	108
	404
	767
	13,4
	2,3
	2,8

	90,2
	57
	345
	713
	14,9
	2
	1,9

	96,1
	36
	400
	767
	15,4
	2,4
	2,1

	114,1
	15
	310
	582
	14,4
	3,6
	4,3

	103,0
	26
	339
	659
	14,7
	4,2
	5,7

	73,2
	92
	602
	1014
	14,7
	3,3
	4,6

	110,7
	138
	183
	539
	16,1
	5,2
	4,8

	109,0
	205
	374
	717
	13,8
	4,4
	5


диагональная матрица из (3) множественных коэффициентов корреляции
Вычислим парные коэффициенты корреляции, используя понятие угла между подпространствами по процедуре subspace({ai},{aj}), полученной на основе определенной выше последовательности операций. В качестве подпространств {ai} и {aj} необходимо взять центрированные столбцы 
[image: image29.wmf]ii
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исходных данных из табл. 1. В результате имеем:
subspace({a1},{a2}) = 0.3651,   subspace({a1},{a3}) = 0.5391, …, 

subspace({a4},{a5}) = 0.2005,   subspace({a6},{a7}) = 0.8218,
что численно совпадает с полученными традиционно, но имеются некоторые проблемы со знаком. На основе предложенного подхода возможно вычислить групповые коэффициенты связанности, например, между подпространствами {a1 a2},{a3 a4} как subspace({a1 a2},{a3 a4}) = 0.0418 и другими неперекрывающимися подпространствами в виде канонического коэффициента корреляции для более всестороннего анализа процесса. Польза подобного расширения очевидна.  

Для вычисления частных коэффициентов корреляции по приведенным выше правилам в подпространствах должны быть только ai и aj  (не общие вектора), а те, влияния которых требуется исключить, в качестве общих:
subspace({a1 a3 a4 a5 a6 a7},{a2 a3 a4 a5 a6 a7}) = 0.1236,  …, 

subspace({a1 a2 a3 a4 a5 a7},{ a1 a2 a3 a4 a5 a6}) = 0.8757, 
что численно совпадает с полученными выше в виде матрицы. Но предложенный метод позволяет быстро регулировать число векторов, влияние которых требуется исключить:
subspace({a1 a3 a4 a5},{a2 a3 a4 a5}) = 0.3270 – исключено влияние только a3, a4 и a5;
subspace({a1 a3},{a2 a3}) = 0.3303 – исключено влияние только a3, и так далее, что также повышает качество и детальность анализа.
При определении множественного коэффициента корреляции в качестве подпространств берутся один вектор ai  и все другие, влияние которых на первый оценивается в совокупности:

subspace({a1},{a2 a3 a4 a5 a6 a7}) = 0.7068 (см. матрицу R3), но легко можно регулировать количество векторов влияния subspace({a1},{a2 a3 a4 a5}) = 0.6690, а также брать несколько векторов в первом подпространстве (см. пример для парного коэффициента корреляции).
Если в одно и другое подпространство  добавить единичные вектора, то предварительное центрирование других векторов не нужно.
Таким образом, можно сделать вывод, что оценивание тесноты связей через разного рода коэффициенты связанности, получаемые на основе угла между подпространствами, позволяет значительно как количественно, так и качественно расширить возможности анализа структуры исследуемых процессов. Возможно, в рамках единого подхода получить все известные меры тесноты связи между частями процесса, описываемого векторами, а также ряд других, ранее не известных, названных групповыми коэффициентами связанности.
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